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Построена квазинормальная форма для эволюционного уравнения, обоб-
щающего дифференциальное уравнение с большим запаздыванием.
1. Постановка задачи. Нелинейное уравнение с большим запаздыванием вида
u˙+ u = f(u(t− T )),
где T >> 1, возникает во многих прикладных задачах [1, 2]. После замены времени
t→ Tτ это уравнение сводится к сингулярно возмущенному уравнению
εu˙+ u = f(u(t− 1)), где ε = T−1 << 1. (1)
Предположение о квазилинейности уравнения (1) означает, что
f(u) = au+ µϕ(u),
где 0 < µ << 1 — еще один малый параметр, а ϕ(u) — некоторая достаточно глад-
кая функция. Наиболее сложная для изучения динамики (1) ситуация возникает
при выполнении условий a = 1 или a = −1. В этом случае характеристический
квазиполином
ελ+ 1 = a exp(−λ) (2)
(уравнение (1) при µ = 0) имеет бесконечно много корней, которые стремятся к
мнимой оси при ε → 0 и нет корней с положительными и отделенными от нуля
при ε → 0 вещественными частями. Тем самым реализуется критический в задаче
об устойчивости нулевого решения случай бесконечной размерности. В работе [3]
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исследована динамика (1) при a = ±1 в случае, когда µ = ε2. Показано, например,
что при a = −1 поведение решений (1) с начальными условиями из произвольной
ограниченной при ε → 0 области фазового пространства C[−1, 0] описывается в
главном динамикой краевой задачи параболического типа
∂ξ
∂τ
=
1
2
∂2ξ
∂x2
+ F (ξ), F (ξ) =
1
2
(f(−ξ)− f(ξ)), τ = ε2t, (3)
ξ(τ, x+ 1) ≡ −ξ(τ, x). (4)
Решения этой краевой задачи связаны с решением (1) формулой
u(t, ε) = ξ(ε2t, (1− ε)t) +O(ε).
Более сложная ситуация возникает при условии µ = ε2α и 0 < α < 1. Динамика
(1) в этом случае исследовалось в [4, 5]. Так, например, показано, что при a = −1 и
α = 1/2 динамика (1) определяется поведением решений зависящего от параметра
z ∈ [0,∞) семейства краевых задач
∂ξ
∂τ
=
1
2
z2
∂2ξ
∂x2
−Θz ∂ξ
∂x
+ F (ξ), (5)
ξ(τ, x+ 1) ≡ −ξ(τ, x). (6)
Здесь параметр Θz = Θz(ε) ∈ [0, 2) дополняет величину zε−1/2 до целого нечет-
ного числа. Решения (1) и (5), (6) связаны формулой
u(t, ε) = ξ
(
εt, (zε−1/2 +Θz − zε1/2)t
)
+O(ε1/2).
Далее напомним один классический результат Н.Н. Красовского применительно
к уравнению (1). В [6] показано, что это уравнение эквивалентно краевой задаче
∂u
∂t
=
∂u
∂s
, ε
∂u
∂s
∣∣∣
s=0
+ u
∣∣
s=0
= au
∣∣
s=−1 + µϕ(u)
∣∣
s=−1. (7)
В настоящей работе рассматривается более общая по сравнению с (7) краевая
задача
∂u
∂t
=
∂u
∂s
+ µψ(u), (8)
ε
∂u
∂s
∣∣∣
s=0
+ u
∣∣
s=0
= au
∣∣
s=−1 + µϕ(u)
∣∣
s=−1, (9)
в которой ψ(u) — некоторая достаточно гладкая функция. Ограничимся здесь рас-
смотрением только наиболее интересного случая, когда
a = −1, µ = ε. (10)
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2. Основной результат. При условии (10) и при всех достаточно малых зна-
чениях ε поведение решений краевой задачи (8), (9) с начальными условиями из
произвольной (ограниченной при ε→ 0) области фазового пространства определя-
ется динамикой семейства краевых задач
∂ξ
∂τ
=
1
2
z2
∂2ξ
∂x2
−Θz ∂ξ
∂x
+ F (ξ) + Φ(ξ), (11)
ξ(τ, x+ 1) ≡ −ξ(τ, x), (12)
где параметр z ∈ [0,∞), τ = εt,Φ(ξ) = (ψ(−ξ) − ψ(ξ))/2. Решения краевых задач
(8), (9) и (11), (12) связаны формулой
u(t, s, ε) = ξ
(
ε(t+ s), (zε−1/2 +Θz − zε1/2)(t+ s)
)−
− εsψ(ξ(ε(t+ s), (zε−1/2 +Θz − zε1/2)(t+ s)))+ εV (t+ s) +O(ε3/2),
где V (t) — некоторая функция, точное значение которой несущественно.
На основе результатов из [4, 5] можно получить и другие — многопараметри-
ческие семейства краевых задач, играющие ту же роль, что и (11), (12). Одним из
таких семейств служат краевые задачи для произвольного целого n и произвольных
zj ∈ [0,∞) (j = 1, . . . , n)
∂ξ
∂τ
=
1
2
(
z1
∂
∂x1
+ . . .+ zn
∂
∂xn
)2
ξ −
(
Θz1
∂
∂x1
+ . . .+Θzn
∂
∂xn
)
ξ + F (ξ) + Φ(ξ),
а краевые условия по каждому из “пространственных” аргументов либо 1-периодические,
либо 1-антипериодические, но последних должно быть нечетное число.
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Dynamics of a quasi-linear boundary problem generalizing
the equation with large delay
Kaschenko S.A.
Keywords: quasinormal form, large delay
We have built a quasinormal form for the evolution equation that generalizes the equa-
tion with large delay.
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